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А н н о т а ц и я .  Н а  осн ове  в а р и а ц и о н н о г о  п р и н ц и п а  Г а м и л ь то н а  -  О ст р о гр а д с ко го  и  те о ­
р и и  тон к о стен н ы х  о б о л о ч е к  [1,2].р а з р а б о т а н ы  м о д е л и  н е л и н е й н о го  д е ф о р м и р о в а н и я  т о н ­
к остен н ы х  п о д к р е п л е н н ы х  о б о л о ч еч н ы х  к о н с т р у к ц и й  т и п а  ц и ст ер н ы , с о с то я щ и х  и з  ц и ­
л и н д р и ч е с к и х  и  с ф ер и ч еск и х  о б о л о ч ек . В ы ведена си с те м а  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  
р а в н о в ес и я  (д в и ж е н и я )  д л я  ц и л и н д р и ч е с к и х  и  сф е р и ч е с к и х  о б о л о ч еч н ы х  к о н с т р у к ц и й  с 
со о т в ет ст в у ю щ и м и  г р а н и ч н ы м и  и  н а ч а л ь н ы м и  у с л о в и я м и . П р и  э т о м  п р е д п о л а га л о с ь , что  
д е ф о р м а ц и я  о б о л о ч к и  п р о и с х о д и т  б ез д е ф о р м а ц и и  сдвига ( еау = 0 , ep j = 0 ) в п л о ск о ст и

н о р м а л ь н ы х  се ч е н и й  [3,4]. В д а н н о й  р а б о т е  п р и в е д е н а  си с те м а  к ан о н и ч е ск и х  у р а в н е н и й  в 
в е к т о р н о й  ф о р м е  д л я  сф е р и ч е с к и х  о б о л о ч еч н ы х  к о н с т р у к ц и й  с у ч е то м  д е ф о р м а ц и и  сдвига 
и  у с л о в и я  сты ковки  с ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к о й .

П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Д е ф о р м а ц и и  сдвига еау epr в о б щ е м  случ ае  о п р е д е л я е т с я  п о  

ф о р м у л а м

= Н д < 1 ч 1 диг 
вау 1 д у  H 1 Ua + Н 1 д а

= Н  2 —  (—  ир ) + — dUy
ду Н 2 р Н 2 д р

(1)

где Н 1 = A(1 + к 1у ) , Н 2 = B(1 + к 2у)

И с п о л ь зу е м  г е о м е т р и ч е с к и е  со о т н о ш е н и я , св я зы в аю щ и е  к о м п о н е н т ы  д е ф о р м а ц и и  и  
у гл ы  п о в о р о т а  с п е р е м е щ е н и я м и  с е р е д и н н о й  п о в е р х н о сти  с ф е р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  [5 ]. 
К о м п о н е н т ы  п е р е м е щ е н и я  сф е р и ч е с к и х  о б о л о ч е к  п р и н и м а е т  в и д

у Л у  дм ( ,  уЛ у  дм
— Iи ---------- ; и р =1 1 +—  Iv -----------------
R )  R  д а  р ^ R )  R sin a  д риа = 1 1+ — Iи ; ир = 1 1+ — Iv —̂ —  — ; иу = w- (2)

В п о сл е д н и х  ф о р м у л а х  введем  сл е д у ю щ и е  о б о зн ач ен и я :

_ 1 (  дм Л 1 (  1 дм Л
в ! = R  Г  —~д I; в2 = R  | V---- i---- I (3)R  у д а )  R  у s in a  д р )

У ч и ты в ая  ге о м е т р и ч е с к и е  ги п о тезы , п е р е м е щ е н и я  u  п р е д с т а в и м  в ви д е

u a = u  + у0х; Up = v  + у02; u y = w ( a , р) (4)

Н а  осн ове  с о о т н о ш е н и я  (4), п р е д с т а в и м  к о м п о н е н т ы  д е ф о р м а ц и и  в сл е д у ю щ е м  виде:



р- I R )  R sin a  д р
1 dw _ ( 1 + L ) v + ( 1 - L - 2 i l

R I R  { R  R

e = M _ L \ i J W  _ ( i + -  U  + ( i  _ L _  k -
ra 1 R  \  R  d a  { R ) R ( R R

Д л я  п о л у ч е н и я  у р а в н е н и я  д в и ж е н и я  сф е р и ч е с к и х  о б о л о ч еч н ы х  к о н с т р у к ц и й  в о с п о л ь ­
зу е м с я  у р а в н е н и е м  Г а м и л ь то н а  -  О стр о гр а д с к о го  [2]:

j  (S T  _ 8 П  + S A )d t = 0 (6 )

П р и  о п р е д е л е н и и  в а р и а ц и и  к и н ети ч ес к о й , п о т е н ц и а л ь н о й  э н е р г и и  и  р а б о т ы  вн е ш н и х  
си л  и с п о л ь зу ю тс я  сл е д у ю щ и е  со о т н о ш ен и я :

8 П  = \ (  Se + r„„Se„„ + r  „Se я + r„  Se„ + r  д в  )d VJ у aa aa рр рр ар ар р- р- -a -a j (7)

S A  = |  ( $ u a + P2Sup + P ^Su-^dV  + |  (q S u  a + Ч2^ г1р+  q S u - d S -
V S

+ j  { f iSua + f i SuP + S  + d  S1L, + j  ( Sua + Фгд и р + Фзд и - + dS2 I
(8 )

SjTdt =jj
t t v

dua ?dua дир я дир du- я ди- 
p — —S — — + p —  S — — + p —  S — -

dt dt dt dt dt dt
dVdt

А н а л о ги ч н о м  о б р а з о м  [3], ф о р м и р у я  с о о т н о ш е н и я  (7)-(9), за тем  п о д с т а в л я я  н а  
в а р и а ц и о н н ы й  п р и н ц и п  Г а м и л ь то н а- О ст р о гр а д с к о го  (6 ), п о л у ч и м :

j f T  _ S n  + S A + t  +

j j j { [ _ p h
d2u dN aa 1 dM a 1 dN,aft
d t2 R d a  R 2 d a  R sin a  dfl

_  CJR -  m  рр_ R  M , , ( - ' ) - R r M  рр(- V  _

_ N — + R  M — _ - 2  M — f - 2 ) +  Maa (P  ) +  Maa ( 1  )]Щ

du 

~dt'
+ \ \ { p h — Su + p h — S v  + p h  —  Sw  + 

JJ dt dt dtdt

h 3 dd, Sa h 3 dd.
+ p --------1 Sdl + p -------- -S e2}R s in a d a d р / 1 = 0

12 dt 12  dt

(9)

П р е д с т а в и м  у р а в н е н и е  (9) в в е к т о р н о й  ф о р м е :



t PJ 5 t2 R d a

+ р'(4) 57,

R sin a д р
+ р 5)7  + р 6 7Х + р  7 2 +

R д р

5(6)

д72

R sin a d a

|(7)X

+ р (8)73 + р 9)74 + P]SU  }R 2 s i n j d j d  р Л  +

+ J J [ —р Г)7 — р (3)72 + Ф "^SU R sin jdр &  J  +
t р

+ J J [ —р 2)7  —р (4)73 + F ] S U R d a d t \р + (10)

ира
M — SU  

5t
R 2 s in a d a d  р \  = 0

Здесь
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v N jP N рр M рг
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где к о э ф ф и ц и е н т ы  M , р (i) — матрицы пятого порядка.

( р р  0 0 р р  0 ̂  

о р 22) 0 0 0

р (1) = 0 0 р,з(1) 0 0
()

р (2) =

р  0 0 0 0 '

0 р 222) 0 0 р р

0 0 р ,<2) 0 0
(2)0 0 0 р 44 

0 0 0 0 р

0

<2)

(  0 0 0 0 0 ^ 

0 0 0 0 0 

0 0 р р  0 0

0 0 0 р 4, ) 0 

0 0 0 0 0

: р (А) =

(  0 0 0 0 0 ^ 

0 0 0 0 0

0 0 р,(34) 0 0 

0 0 0 0 0

0 0 0 0 р 5(54)у

t а



Р (5) =

0 0 p (5) 

0 Р 5

0 0 

0 0 0

p p 34

0 0 p 435) 0 0 

5(55)0 0 0 0 p

: p 6) =

0 p 6) 0 0 p

p26) 0 p 6) 0 0

0 p 26) 0 0 p56)

0 0 0 0 p 6)

0 0 p  p9(б)
54

p (7) =

r  0 0 p 137) 0 0^ 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 p 437) 0 0 

0 0 0 0 0

; p (8) =

f 0 0 0 0 Pj(5s)^

0 0 p23) 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0

0 0 p 5(3s) 0 0

(

p (9) =

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

0 0 p  p  

0 0 0 0 p (9)
'55

; M  =

m11 0 0 0 0 ̂

0 m22 0 0 0

0 0 m33 0 0

0 0 0 m44 0

0 0 0 0 m.55 /

Э л е м е н ты  м а т р и ц  п о л у ч а е м  и з  в а р и а ц и о н н о г о  у р а в н е н и я  (9)

и P h 3Ш„ = m22 = m „  = p h , m44 = m„ = 1 F

p ;;) = p  = p m  = p44) = p  = i, p  = ~ ;

p (i2) = p  = p  = p  = p  = 1,p52) = -  R  l i m ; 

p (3) = p (3)= -  —  ■ p (4) = p (4)= -  —  ■H33 г  44 r ' И33 г  55 r  '

p 5) = i p 5) = p 5) = — c tg a  p 5) = — A  p 5) = 1 p 5) = —iМ3 ’ г  22 / 55 n !Г31 R  /34 r 2 ’MoR

p 6) = p 6) = — c tg a  p 6) = c tg a  p 6) = A  p 6) = —i p 6) = 1М2 / 45 r   ̂г  54 r   ̂г  23 R  М2 *’М5 r 2

p 7) = p 7) = ^  p 8) = CtS a  p 8) = 1 ps) =
М3 / 43 R  '15 R  ’ "23 r 2 ’ "53

p 9) = __ ^  p 9) = p 9) = J_
/ 43 73^^44 / 55 „R 2 R

Д л я  св язи  н а п р я ж е н и й  и  д е ф о р м а ц и й  п р и м е м  за к о н а  Гука:

Eh  / ч Eh

(1 - ’ )
(е„ , + , 'е» ) ;<

(1 )
[ е„„ + ve„ . ) ;



Чар НеарРру ^ еру;^уа Ие-уа а (11)

С о гл асн о  (11), в ы ч и сл я е м  в ы р а ж е н и я  в н у тр ен н и х  у с и л и й  и  м о м е н то в , п о  ф о р м у л а м :

N aa = {Чаа<*уМ „* = {гЧа а ^ '; N a р = JЧaрd У̂;M уа = J7Чу а ^ -
у у у у

ы уа ( у 2) = { у Ч а ^ ; M PP ( у 2 ) = { у 2° р р ^ м рр (у 3) = {у3ч И у -
у у у

В р езу л ь т а т е  и м еем :

N aa =
Eh

(1 - ' - 2)

1 ди h 50, v  5v vh  1 д 02--------+ -----------L + -------------------------------------- -

R  д а  12R д а  R sin a  д р  12R R sin a  д р

c tg a  v h 2 c tg a  Q + (1 + v)

R 12R R r
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E h 3

12 (  — v 2)

E h 3

1 ди 1 д01 v  5v
- + —

д02

l 2 (1 — v2)

R  д а  R  д а  R  s in a  д р  R sin a  д р

v c tg a  c tg a  , , w
-----и + v ^ ^ 01 —(1 + v ) —

R 2 R  1 v ' r 2

N а,р = Mh
1 5v 1 ди c tg a  

--------+ ---------------------2— v
R  д а  R sin a  д р  R

M j!  =
juh3 1 д 02 + 1 д01 c tg a  

12 _ R  д а  R sin a  д р  R

Mh3M  = ——  
ау 12R

Eh
N„„ = {рр

( 1—v2)

1 5w и + 0

R U  r  1

1 5w и 0 

_ R  д а  R  1 
21 ди vh д 01 1 5v h 

--------+ + ------ - — L + -------------- + —
1 д 0

R  д а  12R д а  R sin a  д р  12R R sin a  д р

c tg a

R 12R R R
w}

m  Л У  ) - £
1 5w v----- + 0

R sin a  д р  R

У р а в н е н и я  со с то я н и я  (12) п р е д с т а в и м  к а н о н и ч е с к о м  в и д е  (векто р н о м ):

у
(1) 5U  = у(2) _ 5U (4)х

R 5 j  R  • sin а р

q (1) (2) (3) (4)З д есь  м а т р и ц ы  у  ,у  -  к в а д р а т и ч н ы е  м а т р и ц ы  п я то го  п о р я д к а

(13)



=

у<3) =

у у) 0 0 у ?  0 ̂ '  0 (2)
у !2 0 0 (2) Л

уу
0 у(2)22 0 0 0

уп 0 0 0 0

0 0 у ) 0 0 ; у (2) _ 0 0 0 0 0

И? 0 0 г44) 0 0 (2)
у42 0 0 (2) у  '44

0 0 с 0 у55) j V 0 0 0 (2)
у54 0 j

Гп 0 у (33) у уз) 0 ̂ у(4) 0 0 0 0

0 у(322 0 0 0 0 (4) у  ; 22 0 0 0

у33 0 0 у )  0 ; у (4) _ 0 0 (4)
у 3 0 0

у43) 0 у(3)
44 0 0 0 о 0

0 0 0 0 у^ j
0V 0 0 0 у53)

Э л е м е н ты  м а т р и ц ы  п о л у ч а ю тс я  и з  у р а в н е н и я  со с то ян и я , и  и м е ю т  вид:

(!) (!) (!) (!) (!) 1 (!) П (!) 1 -у ; _  у  ; _  у  ; _  у  ; _  у w _  | уи  _ -------- у  ) _  _  | •
/ !! / 22 / 33 / 44 / 55 / !4 ! ~ п ’ / 4! А ?!2К

( 2 )  (2 )  (2 )  ^  ( 2 )  ( 2 )  л ( 2 )  ^  у  / _  у  / _  _ у  у\ ! _  ------• у\ ! _  у  / _  _  !• у\ ! _  --- •
/12 /45 ’/15 !2К  2! /54 / 42 R

у (з) _  у<3> _  - v cJ g ^ - у (з) _  (! + у ) ; у(з) _ i h l С а  •
у!! у44 К ’у!3 К ’у!4 i2K  К ’

у(з) _  уз) _  С а  • у(з) _  1 ( 3 )  _  _ г  у(з) _  v c tg a  у(з) _  (1+ ^ )  •
/ 22 / 55 к  ’ ' 3! к ’ 34 /  4! и r  2 ’/43 r  2 5

!2 ( ! - ■ )(4) ! _ V (4) (4) ! (4)у W _  -------- у  / _  у W _  ----  у W _
/!! 7-7 ?/ 22 / 33 7 ? / 44 7-7Eh (лп E h

(4) _  !2
3 у 55 _  ,3 •ц п

А н а л о ги ч н ы м  о б р а з о м  м о д и ф и ц и р о в а н а  к а н о н и ч е с к а я  си с те м а  у р а в н е н и й  д л я  ц и л и н ­
д р и ч е с к и х  о б о л о ч е к  с у ч е то м  д е ф о р м а ц и и  сдвига [4].

Т еп е р ь  р а с с м о т р и м  у сл о в и е  сты к о вки  с ф е р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  с ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о ­
л о ч к о й . Г р а н и ч н ы е  у сл о в и я  п о  к о о р д и н а т е  а  д л я  с ф е р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  п о л у ч а е м  и з  в а ­
р и а ц и о н н о г о  у р а в н е н и я  (9):

_ N aa + R M aa + N аа (р ! )

_  'Муа+ К М уа+ N „(P3 ) SW |а_  0  

[_ M af i + М ф (р 2 ) )  802 |а _  0;

8 U \а _  0  [ _ Nap + N pp (Р 2 ) ]  SV а  _  0

_ М а а +  R  Maa ( у 2 ) +  M  аа Р  ) S0! l a _  0;

Г р а н и ч н ы е  у сл о в и я  п о  к о о р д и н а т е  а  д л я  ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  вы тек ает  и з  в а р и ­
а ц и о н н о го  у р а в н е н и я  [4]:



[ —Naa + Naa ( р  ) ] S u J =  0; —N р  + R - M .ар ( у 2) + N  рр ( р )

[ —Nya + N n  ( р , ) ]  Sw  j  = 0 ;\~M aa + Maa ( р )]  S0X J  = 0;

—М ар+  712 М а р {у2 ) +  М ар(Р2 )

S v  J  = 0;

S02 J  = 0;

Е сл и  к ас ате л ь н ая  к  к о о р д и н а т е  а  сф е р и ч е с к о й  о б о л о ч к е  со ставл яет  с к о о р д и н а т о й  а  
ц и л и н д р и ч е с к о й  о б о л о ч к и  у го л ь  Ь, то  м о ж н о  п о л у ч и т ь  сл е д у ю щ и е  к о н так тн ы е  у с л о в и я  (в 
в е к т о р н о й  ф о р м е):

[ —7  + р (9)72 + Ф]ц = [ — S (1)7  — S (2)72 — S (3)7  — S (4)72 + S {5̂ ] c , [ U ]ц = [ S (5)U ]c

C*(i')где S '  — к в а д р а т и ч н ы е  м а т р и ц ы  п я то го  п о р я д к а .
В ы в о д ы . Н а  осн ове  в а р и а ц и о н н о г о  п р и н ц и п а  Г а м и л ь то н а  -  О стр о гр а д с к о го  с у ч е то м  

д е ф о р м а ц и и  сдви га п о л у ч е н ы  у то ч н ен н ы е  м а т е м а т и ч е с к и е  м о д е л и  в ви д е  си стем ы  к а н о н и ­
ческ и х  у р а в н е н и й  д л я  составны х о б о л о ч еч н ы х  к о н с т р у к ц и й , со с то я щ и х  и з  ц и л и н д р и ч е с к и х  
и  сф е р и ч е с к и х  о б о л о ч е к  (т и п а  ц и ст ер н ы , р е з е р в у а р а )  д л я  р е ш е н и я  к р аев ы х  задач.

Р а б о т а  в ы п о л н я е тс я  в р а м к а х  гр а н та  № А 14-009  п о  п р и к л а д н ы м  и сс л ед о в ан и я м .
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